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ing the characteristics ., fr of the fluctuating
quantities ¢ and 7 in equ. (66) remain undetermined
within the frame of the theory used in this investi-
gation. They have to be fixed either by experiments
or by additional theoretical assumptions. The other
quantities 0 ¢c2/0t, 072/t on which 8, and fr depend,
can be related to the mean square gradients11

0 4 7 D —
'at’ T2 = — ? h’ (grad T)2 ” %? 62 = — 2D(gradc)2.
(67)

11 A. M. OBukHOV, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Geograf.
Geofiz. 13, 58 [1949]. German translation in ,,Sammel-

band zur statistischen Theorie der Turbulenz‘‘, Aka-
demie-Verlag, Berlin 1958.

0v;2/0¢ is by definition equal to (2/3)e, where &
denotes the rate of energy dissipation per unit mass
and unit time. The K and 6 dependence of equ. (66)
is the same as that found by SILVERMAN3, who
determined the scattering cross section by qualita-
tively applying the statistical theory of turbulence
to the electron density. SILVERMAN did not account
for the effect of collisions on the dielectric constant
and neglected the influence of neutral gas density
and temperature fluctuations.
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A geometrical-optical approach to the problem of the propagation of X-rays in weakly deformed
crystals is developed in a general form along the lines of the Hamilton-Jakobi theory. It starts
from the eikonal equation, which has been derived from Maxwell’s equations in Part I1 and
arrives at the equations of PENNING and PoLDER3 and Fermat’s principle by Kato 4. The ampli-
tude equation, which has also been derived in Part I, is interpreted by means of the energy-flow

picture, the absorption being taken into account.

Application of the theory to the two-beam case gives an equation of rays, which has a remark-
able resemblance to the relativistic equation of motion of charged particles in an electromagnetic
field. Representation of the lattice distortion by a displacement vector enables one to obtain
equations of rays, phases and amplitudes in a form suited to the practical calculation.

Im ersten Teill dieser Arbeit wurde gezeigt, da3
sich die Fortpflanzung von Réntgen-Strahlen in
schwach verzerrten Kristallgittern durch eine strah-
lenoptische Naherung beschreiben laBt. Durch den
gleichzeitigen Ubergang zu sehr hohen Frequenzen
und sehr kleinen Gitterperioden wurden aus der
Wellengleichung eine Eikonalgleichung und die zu-
gehorige Amplitudengleichung abgeleitet.

Bei Kenntnis der Eikonalgleichung verfigt man
iiber die iiblichen mathematischen Methoden der
geometrischen Optik 2 zur Berechnung von Strahlen,
z. B. die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen

* Abteilung Prof. Dr. K. MOLIERE.

1 K. KamBE, Z. Naturforsch. 20a, 770 [1965].

2 M. Borx u. E. Worr, Principles of Optics, Pergamon
Press, London 1959. Kap. 3.

3 [I;9 g;:]mmc u. D. PoLDER, Philips Res. Rep. 16, 419

(PExNING und PoLDER3) und das Fermatsche Prin-
zip (Kato4). Die Strahlen werden zunichst als In-
tegrationswege fir die Losung der Eikonal- und
Amplitudengleichung eingefiihrt. Sie haben dariiber
hinaus eine physikalische Bedeutung als Wege der
Fortpflanzung schmaler Wellenbiindel sowie der
Energiestromung. Die Amplitudengleichung kann
als Energieerhaltungsgesetz aufgefal3t werden.
Nachdem die Theorie im Teil A der vorliegenden
Arbeit in allgemeiner Form entwickelt worden ist,
wird sie im Teil B auf den Zweistrahlfall, namlich
den Interferenzfall an einer Netzebene, angewandt.

4 N. Karo, J. Phys. Soc. Japan 18, 1785 [1963]; 19, 67,
971 [1964]. Das Fermatische Prinzip wurde von KaTo
aus den Maxwellschen Gleichungen mit Hilfe von ,,mo-
difizierten Blochschen Funktionen‘* ebenfalls iiber eine
Eikonalgleichung hergeleitet.
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Nach Anwendung von in der dynamischen Theorie
iblichen Niherungen und nach néherer Untersu-
chung des Effekts der Gitterverzerrung erhilt man
eine fiir die praktische Rechnung geeignete Form
der Strahlengleichung sowie Integralausdriicke fiir
die Phase und Amplitude der Wellenfunktion.

A. Strahlenoptik in allgemeiner Form

1. Kanonische Gleichungen und Strahlen

Die Resultate des I. Teils kann man folgender-
mafen zusammenfassen. Es wurde eine Naherungs-
losung abgeleitet fir die Wellengleichung des Vek-
torpotentials A der Rontgenwelle

(27 vo/c)2 A =rotrot A 4 u(r) A. (1)

Beziiglich der Definition der Funktion u (r) vgl. den
I. Teil. (r) hat im Falle des Idealkristalls die stren-
ge Periodizitdt des Gitters und weicht davon ab,
wenn der Kristall verzerrt ist. Die Absorption wird
in diesem Teil der Arbeit nur insoweit beriicksich-
tigt, als sie sich durch eine komplexe Funktion u (r)
darstellen 148t (s. Kap. A.3).

Bei einem Idealkristall kann man die Losung der
Wellengleichung als Uberlagerung von Blochschen
Funktionen

AU=B(r,H =S Upexp2mi(far)}  (2)

darstellen. Fir ein schwach verzerrtes Gitter liefert

die strahlenoptische Naherung die der Blochschen

Funktion entsprechende Losung, die in der Nahe

eines Gitterpunktes r, die Form

A~ F(rp) Bp(r — 1p; E(rp)) (3)

hat. Der Wellenvektor f(rp) und die Amplituden-
funktion F(tp) sind gegeben durch

E(r) = Vi So(v), 4)

F(r) =exp{Si(r) + 2miSo(r)}. (5)

So(r) und Sj(r) sind reelle Funktionen. Sie bestim-

men nach (5) und (3) die Phase und Amplitude von
A. Die Amplitude und Phase der Funktion

Bt —1p; E(rp))

sind vorgewéhlt.
Der Wellenvektor f(r) muB der Gleichung der

lokalen Dispersionsfliache

vo=7»(f 1) (6)

geniigen, oder anders ausgedriickt, So(r) muBl die
Eikonalgleichung

vo =¥ (VSo0, 1) (7)
erfiillen. Fiir S (r) gilt die Amplitudengleichung
(V:S1Vyy) + 3div(Ver) =270v(F 1), (8)

wobei in die Funktion /;» und v der Ausdruck (4)
fir ¥ einzusetzen ist. Die Bedeutung der Funktion
ov ist in Teil I, § 6 erklart.

Die Form der Gln. (7) und (8) zeigt, daf} es sich
hierbei formal um die Strahlenoptik einer Welle in
einem anisotropen, inhomogenen, schwach absor-
bierenden Medium handelt. Um dies zu zeigen,
werden im folgenden die wesentlichen Ziige dieser
Strahlenoptik beschrieben.

Wenn wir die Anfangswerte von Sy (r) und S;(x)
auf einer Fliche vorgeben (s. Kap. A.4), haben wir
es mit einem Anfangswertproblem der partiellen
Differentialgleichungen (7) und (8) zu tun. Man
weill nun (s. Anhang 1 sowie COURANT-HILBERTS),
daB das Anfangswertproblem der Eikonalgleichung
dquivalent ist mit dem Anfangswertproblem der
kanonischen Gleichungen, die in Parameterdarstel-
lung lauten:

dr/ds = A(s) Vv, 9)
df/ds = — A(s) Vv . (10)

sist hierbei ein beliebig zu wiahlender Parameter und
A(s) ein Faktor, der erst durch die Wahl von s be-
stimmt werden kann (s. dazu auch Kap. A.2). Im
I. Teil, §7 wurde fiir s die Zeit ¢t gewahlt, und es
war in diesem Fall 1(¢)=1. Hier nehmen wir fir s
die Lénge ! der Losungskurve t(s). Dies bedeutet,
dafB} wir eine Zusatzbedingung

|dv/dl|2 =1 (11)
zu erfillen haben. Man findet nach (9) sofort
Al =1/| V|- (12)
Die kanonischen Gleichungen lauten also
dr 1
T T Vi (13)
dt 1
a =T vl Vv (14)

5 R. CouraNT u. D. HILBERT, Methoden der mathe-
matischen Physik, Bd. II, 1937, Kap. 2.
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Sie sind dquivalent mit den Gl. (15) und (18) von
PENNING und PoLDER3:6.

Die kanonischen Gleichungen bilden ein System
von gewohnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung. Sie sind normalerweise (auch numerisch)
leichter zu losen als die Eikonalgleichung. Auf der
Anfangsfliche fir die Eikonalgleichung wird ein
Anfangspunkt to gewéhlt, fir den der Anfangswert
von f aus dem Anfangswert von Sy (r) nach (4) und
(6) leicht auszurechnen ist. Durch Losung der ka-
nonischen Gleichungen werden die Funktionen t({)
und f(/) fiir jeden Anfangspunkt o ermittelt. Die
Kurven t(l) bezeichnen wir als Strahlen.

Aus dem Anfangswert Sg(ro) kann man dann die
Funktion Sy (r) lings eines Strahles berechnen, und
zwar durch die Quadratur

¥ !
*f, de(l
So(x) — So(xo) =/(fdr) =j(frT(l)—)dl. (15)
T 0
Die Amplitudengleichung (8) wird unter Benutzung
von (13) umgeformt:

L -
dl T | Vev|
Die Funktion S;j(r) laBt sich daher aus dem An-

fangswert S; (vo) durch die Quadratur

81 (r) — S1(ro)

[— S div(Vyy) + 2780 (16)

(17)
l
1 L o
zz,/lvm(‘ﬂlvwfﬂ””‘”)dl

lings des Strahles berechnen. Man beachte, daf} die
GIn. (15) und (17) sich voneinander unabhéngig aus
den Losungen der kanonischen Gleichungen er-
geben.

Mit Sp(r) und Si(r) ist gemalB (4) und (5) die
strahlenoptische Niaherungslosung (3) der Wellen-
gleichung (1) gegeben. Es handelt sich hier jedoch
nicht nur um die Fille, in denen etwa eine ebene
Welle mit einer unendlich ausgedehnten Wellenfront
in den Kristall eingestrahlt wird, so da} wir es mit

6 Von PENNING und PoLDER wurde allerdings ange-
nommen, daB »(f,tr) von r nur iber den reziproken
Gittervektor b abhingt, d.h.

v(f,t)=»(E b(r)).
Deshalb miite man die Gl. (14) in Ubereinstimmung
mit Gl (18) von PENNING und PoLDER so formulieren:
df 1

s W Ve (b()Vov).

Der Bogen bedeutet, daB die Differentiation V/, nur auf
b(r) wirkt.

einer den ganzen Kristall ausfiillenden Wellenfunk-
tion zu tun haben. Die Strahlenoptik ermoglicht es
dariiber hinaus, solche Fille zu behandeln, in denen
statt einer ebenen Welle ein schmales Biindel von
Wellen in den Kristall eingestrahlt wird. Der Strahl
t(!) ist nimlich gerade die Bahn eines solchen schma-
len Biindels im Kristall. Dies kann man zeigen, in-
dem man das eingestrahlte Biindel im Vakuum als
Uberlagerung von ebenen Wellen darstellt?.

2. Die Strahlengleichung und die Variationsprobleme

Durch Elimination von f kann man die kanoni-
schen Gleichungen zu einer Gleichung zusammen-
fassen. Aus (13):

_ dr 1

ST v (18)

und (6) wird f als Funktion von r und t mit v, als
Parameter ermittelt8:

= o 3 (19)
Einsetzen in (14) liefert
d ;
@ L= — [V | Ve [horesy,, - (20)

Dies bedeutet, in Komponenten geschrieben, ein
System von gewohnlichen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Wir nennen (20) die Strahlen-
gleichung.

Die Eikonalgleichung (7) und die dazu dquivalen-
ten kanonischen Gln. (9), (10) sind notwendige Be-
dingungen fiir die Losung eines Variationsproblems
(s. Anhang 1)

0=5[(tdr) = 8 [({(s) dr(s)/ds)ds  (21)

mit der Nebenbedingung (6). Dies ist ein Variations-
problem in der kanonischen Form. Variiert werden

7 Man verfolgt hierbei genau denselben Weg wie im
I. Teil, Anhang 5, und zwar diesmal ohne den Zeitfaktor,
d.h. ohne Integration iiber die Schwingungszahl wg.
Wihrend die Funktion t(¢) dort die Bewegung des Paket-
zentrums beschreibt, stellt die Funktion r(l) hier die
Spur der Mittellinie des Biindels dar. — Es handelt sich
hierbei um eine physikalische Interpretation eines fir
die Hamilton-Jacobische Theorie grundlegenden Satzes
(CouranT-HILBERTS Bd. 2, Kap.2, A.SOMMERFELD,
Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. 1, Mechanik,
Akad. Verl., Leipzig 1964, Kap. 8), der besagt, dal aus
den Losungen, d.h. den vollstindigen Integralen der
Hamilton-Jacobischen Gl. (7) die Losungen der kano-
nischen Gln. (13), (14) abgeleitet werden kénnen.

8 Diese Variableninderung von ¥ zu t stellt mit Einfiihrung

der Funktion f(t, t)», durch (23)eine Legendresche Trans-
formation in Parameterdarstellung dar (vgl. Anhang 1).
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dabei v und f zwischen den beiden festen Punkten
to und r;. Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen
dieses Problems sind gerade die kanonischen Gln. (9),
(10). Man sieht, dafl A(s) ein Lagrangescher Multi-
plikator ist, dessen Wert erst nach der Wahl von s
bestimmt werden kann.

Wir wiahlen fir s die Kurvenlidnge ! wie in Kap.
A.1. Die obige kanonische Form kann dann in eine
gewohnliche Form des Variationsproblems gebracht
werden. Man rechnet namlich aus einer Euler-
Lagrangeschen GI. (18) mit der Nebenbedingung (6)
die Funktion (19) aus und setzt diese in (21) ein:

I
0=0[f(r,1),d (22)
Iy

l(r: i‘)vo = (f(f, .r)ro T) *

(22) ist ein Variationsproblem in der gewohnlichen
Form, bei welchem nur r variiert wird, d. h. ver-
schiedene Wege zwischen den festen Punkten vy und
11 verglichen werden. Der Wert des Integrals wird
durch die Wahl des Weges eindeutig bestimmt. (22)
ist in diesem Sinne das Fermatsche Prinzip unseres
Problems (Karto4). [Wie es in der geometrischen
Kristalloptik iiblich ist, wird n = (¢/vo) | (r, t),,| als
Brechungsindex, n,= (c[vo) f(x, t),, als Strahlen-
index bezeichnet (Borx-WoLr2 S. 666).]

Die Euler-Lagrangesche Gleichung von (22) ist

mit

(23)

V(e D= Vif (2 B (24)

Mit Berticksichtigung der aus (6), (1
folgenden Relationen?

Valit = 1t Ty
Ve (v 1) = = [Ve¥] [ Ver[h-sei,

8), (19) und (23)

(25)
(26)

sieht man sofort, daf} (24) mit der Strahlengleichung
(20) identisch ist.

3. Intensitdt der Strahlen und Energiestromung
Multipliziert man die Amplitudengleichung (8)
mit exp {28}, so folgt
1div(exp{28:1} Viv) =2advexp{28:}. (27)
Nach (3) und (5) ist
exp{28:} = |F(r)|2

~ [|¥|2dr, (28)

9 Diese Relationen stellen die Umkehrung der Legendre-
schen Transformation (19), (23) dar (vgl. Anhang 1).

wobei das Integral ein Volumenintegral iiber eine
Elementarzelle v bedeutet.

Unter der physikalisch stets berechtigten An-
nahme (s. Teil I, Anhang 1), daBl u< (27vg/c)? ist,

folgt aus (l unmittelbar
1 2709
[|(E|2dr 7( ) [|Q{|2dr
(29)

W ist hierbei die zeitlich und réumlich iber eine
Elementarzelle gemittelte Energiedichte. Es folgt
daher

exp{281} ~ 8mv(c/(2mn))? W, (30)

Nach WaGNERIO gilt fir den Mittelwert des
Poynting~Vektors &

=W Viv. (31)

Diese Gleichung gilt hier auch naherungsweise und
besagt mit (13), dal} der gemittelte Energiefluf} par-
allel zum Strahl gerichtet ist. In diesem Sinne ist
der Strahl der Weg des Energieflusses.

Es folgt aus (27), (30) und (31)

divE =4 W. (32)

Folglich mufl ohne Absorption, d. h. wenn d»=0
(s. Teil I, §6), das Vektorfeld von & quellenfrei
sein. Mit Absorption ist die rechte Seite von (32)
negativ und stellt die mit W proportionale Stirke
von rdaumlich kontinuierlich verteilten Senken der
dar.

Auf diese Weise lafit sich die Amplitudenglei-
chung (8) als Energieerhaltungsgesetz interpretie-
ren. Diese Ableitung im Rahmen der strahlenopti-
schen Naherung bezieht sich aber nur auf den
Raum-Zeit-Mittelwert.

Fir die Berechnung der Funktion S (r) setzen wir

Energiestromdichte &

S1(r) = S10(r) + Su(v) (33)
mit der Annahme
div (exp {2810} Vyv) =0 (34)
Aus (27) folgt
(VeS11 Vyv) =270r. (35)

Wir rechnen S0 und Sp; aus diesen beiden Gleichun-
gen getrennt aus.

10 E. H. WAGNER, Acta Cryst.
154, 352 [1959].

12, 345 [1959]; Z. Phys.
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Es gilt namlich der GIl. (17) entsprechend

div (Vtv)

S10(t) — S10(to) = — ‘/ o2l (36)
270
Su( Sll r() /*lgﬁ dl . (37)

Da aber die Berechnung der GroBe div(Y/¢v) um-
standlich ist, wird Sjo(r) einfacher auf folgende
Weise abgeleitet.

Nach (13) ist ;v parallel zum Strahl gerichtet.
Wenn man entlang einem Strahl ein diinnes Rohr-
chen aus den benachbarten Strahlen bildet, dessen
Querschnitt do sei, dann folgt aus (34) mit Hilfe
des GauBschen Satzes

exp {2810} | V¢7| 0o = const . (38)

Nach der obigen Energiebetrachtung bedeutet diese
Gleichung, da3 der Energiefluf} in diesem Rohrchen
entlang dem Strahl konstant bleiben wiirde, wenn
keine Absorption vorhanden wire. Der Ausdruck
(38) ist geeignet fur die praktische Berechnung von
S]()(l‘) (S. Kap. B.4.ﬂ). _

Die Anderung der mittleren Stromdichte ||
durch die Absorption wird nach Gln. (30) bis (35)
durch die Anderung des Faktors exp{2Sii} ge-
geben. Man definiert demnach den auf die Strahlen-
richtung bezogenen Absorptionskoeffizienten u;
durch

1 d dSn

Us = — exp {2m Hl' exp {2 Sll} = — (39)

Nach (35) und (13) folgt
4 dv

us = ps(t, v) = ~ ool (40)
Gl. (37) wird demnach
I
S11(t) — S11(ro) = — %f,us(f (0, x@)dl. (37a)

Entsprechend der iblichen Naherung, in der die
Absorption durch eine komplexe dielektrische Kon-
stante reprasentiert wird (s. von Lavell, S. 4031f.),
betrachten wir die Grofle w(r) in der Wellenglei-
chung (1) als einen komplexen Skalar12. Dann kann

11 M. v. LauE, Rontgenstrahlinterferenzen, Akad. Verlag,
Frankfurt/M. 1960.

12 Nach vox Lavg!l (S. 398ff.) ist dies bei Kristallen mit
schweren Atomen und in spektraler Néahe ihrer K- und
L-Kanten berechtigt. Es handelt sich dabei um An-
naherung der Matrixelemente der Atomanregung durch

man zeigen (Anhang 2), dafl ndherungsweise gilt
ov
ov = % dugy i

wobei ur, bzw. uij, die n-ten Fourier-Koeffizienten
des reellen bzw. imaginédren Teils der Funktion u (r)
sind. Man hat daher nach (40)

(41)

us (£, 1) (42)

]vf"" Z a'urn Uin -
Diese Formel wurde schon von PENNNING und
PoLpER3 in anderer Weise hergeleitet.

4. Die Grenzbedingungen an der Kristalloberfliche

Fiir eine monochromatische, elektromagnetische
Welle wird an der Grenzfliche zweier Medien die
Stetigkeit der tangentialen Komponenten von €
und $, d. h. ¥ und rot A gefordert. Normalerweise
wird die Spiegelreflexion der Rontgen-Welle an der
Oberfliche des Kristalls vernachléssigt, so dafl nur
die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von U zu
beriicksichtigen ist.

Ist die Oberfliche eine Ebene, und ist der Kristall
ideal, dann entstehen aus einer einfallenden ebenen
Welle an der Oberfliche mehrere Blochsche Wellen
(Wellenfelder). Die Wellenvektoren und Amplituden
der Blochschen Wellen konnen aus der obigen
Grenzbedingung bestimmt werden.

Ist die Oberfliche nicht eben, der Kristall nicht
ideal und auBlerdem die einfallende Welle keine
ebene Welle, dann ist es nicht sicher, ob die Welle
im Kristall iiberhaupt als Uberlagerung von Bloch-
schen Wellen darstellbar ist. Wenn jedoch die
Kriimmungen der Oberfliche, des Kristallgitters
und der Wellenfront der einfallenden Welle im Ver-
gleich mit der Wellenldnge und den Gitterperioden
nicht allzu stark sind, dann kann man die strahlen-
optische Naherung auch auf die Oberfliche an-
wenden, d. h., wie im I. Teil, zum Grenzfall der un-
endlich kleinen Wellenlinge und Gitterkonstanten
ibergehen.

Man behandelt natiirlich die Welle im Vakuum
auch strahlenoptisch d. h. man setzt dort

A = e(r) exp{S1(x) + 27 So(v)}, (43)

den sogenannten Dipolterm (H. HO6xNL, Ann. Phys. (5)
18, 625 [1933]). Nach G. HiLDEBRANDT und H. WaGEN-
FELD (Acta Cryst. 16 Suppl. A 160 [1963]; H. WAGEN-
FELD, Phys. Rev. 144, 216 [1966]; A.J. GUTTMANN u.
H. WaGENFELD, Acta Cryst. 22, 334 [1967]) ist diese
Niaherung schon fir S; (Z = 14) ziemlich gut erfiillt.



30 K.KAMBE

wobei e(r) der die Polarisation darstellende Ein-
heitsvektor ist. An einem Punkt der Oberfliche kann
diese Welle naherungsweise als ebene Welle be-
trachtet werden:
A ~ e(rp) exp{S1(rp) + 27 So(rp)} (44)
X exp{2mi(x — tp, V:S0)}.
Die Wellen im Kristall werden auch an diesem
Punkt nach (3) durch Blochsche Funktionen dar-
gestellt. Die Oberfliche wird durch ihre Tangential-
ebene, und der Kristall durch den lokalen Ideal-
kristall (s. I. Teil, § 3) ersetzt. Man berechnet dann
die Anpassung der ebenen Welle im Vakuum und
der Blochschen Wellen im Kristall genau wie bei der
ebenen Oberfliche eines Idealkristalls. Diese Anpas-
sung muB} Punkt fiir Punkt auf der Oberfliche durch-
gefithrt werden, etwa wie es in der Lichtoptik bei
der Linsenoberflache geschieht. Man kann allerdings
die atomare Unebenheit der Oberfliche nicht be-
riicksichtigen.

Die entstandenen Blochschen Wellen sind mit
dem Index (¢) der Schalen der Dispersionsfliche zu
indizieren (s. I. Teil, §1). Fir jeden Index (z) er-
hialt man auf diese Weise den Anfangswert von
F®(r) auf der Oberfliche, und daraus wird die
strahlenoptische Wellenlosung nach der Methode
von Kap. A.1, fiir jeden Index (z) getrennt, berech-
net. Die Wellen, die zu unterschiedlichen Indices (¢)
gehoren, pflanzen sich zwar unabhéngig voneinander
fort, sind jedoch miteinander kohérent, so daBl man
bei der Berechnung der Intensitit deren Interferenz
beriicksichtigen muf.

Auf Grund dieser strahlenoptischen Behandlung
wird der Strahl, der im Vakuum gradlinig verlauft,
an der Oberfliche gebrochen. Man hat eine Mehrfach-
brechung, d.h. es entstehen an der Oberfliche meh-
rere Strahlen, die sich in den Kristall hinein von-
einander unabhéangig fortpflanzen.

B. Zweistrahlfall
1. Die lokale Dispersionsfliche

Im Zweistrahlfall interessieren wir uns fiir den
Wertebereich von f, in dem die Gleichung der loka-
len Dispersionsflache (6)

vo=»(f, 1) (45)
und die Braggsche Bedingung fiir eine Reflexion mit
dem Index A

|¥] = £+ ba|

und nicht fir andere Reflexionen erfullt ist.

(46)

Die Funktion »(f, r) ist in diesem Gebiet in einer
impliziten Form gegeben (s. Anhang 3):

(472 |¥|2 + uo — (27w v[c)?) (47)
(472 |t + ba |2 + wo — 27y[e)?) — C?|ua|2 =0,

wobei die GroBen ug, uy, bp, C Funktionen von ¢
sind. Dieser Ausdruck definiert vier Eigenwerte von
v, denn erstens ist diese Gleichung quadratisch in
»2 (v ist nach (45) nicht negativ), und zweitens sind
die beiden Polarisationsfille durch verschiedene
Funktionen C charakterisiert:

C =1 fir senkrechte Polarisation ,

c|ba|\2
= 2(‘5;")

fir parallele
Polarisation .

(48)

Man kann aus (47) »(f, r) leicht ausrechnen und
bekommt damit die explizite Form der Gleichung
der Dispersionsfliche (45), die mit den vier Eigen-
werten in vier verschiedene Schalen zerféllt. Damit
ist die Grundlage fiir die Anwendung der Strahlen-
optik gegeben. Um praktisch brauchbare Formeln
zu gewinnen, fithren wir jedoch weitere Nédherungen
ein.

Fir die Giltigkeit der Strahlenoptik wird ver-
langt, daB sich die Funktion » (£, r), d.h. die GréBen
bn, uo, un, C in (47) mit ¢ langsam dndern. Die ge-
samte Anderung dieser GroBen von einem zum ande-
ren Ende des Kristalls braucht zwar nicht klein zu
sein. Wir beschrianken uns jedoch auf den in Wirk-
lichkeit auftretenden Fall, in dem die Anderung von
bz () im Gesamtbereich sehr klein ist. Die Anderung
von f wird demgemal auch als sehr klein angenom-
men, so dafl die Anwendung von (47) stets berech-
tigt bleibt.

Wir setzen an

ba(r) = ba + Abn(v),

wobei by, ein beliebig gewidhlter Bezugsvektor (z.B.
der Wert fiir den storungsfreien Kristall) ist. Es soll
iberall gelten

C =|cos29s| =

(49)

[Ba|> | 4ba(x)]. (50)
Ferner setzen wir an
t=ftx + 41, (51)
wobei fy die Bedingungen
|tue| = (52)
und |ts| = | tm + Ba| (53)
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erfiillt. fy ist also der Wellenvektor, der kinematisch
die Bragg-Bedingung fiir b erfiillt (s. Abb. 1).
AuBerdem soll fy in der Ebene liegen, worin f(ro),
d.h. der Anfangswert von f, und b, liegen. Wir nen-
nen diese Ebene die Strahlenebene im f-Raum, weil
der Vektor f des Strahls stets parallel zu dieser
Ebene bleibt (s. unten). Unter der Annahme, daB
sich f nicht stark dndert, hat man

|t | > | AF. (54)

Wir fithren folgendes kartesische Koordinaten-
system ein: die x-Achse habe die Richtung von by,
die y-Achse liege senkrecht zur Strahlenebene, und
die z-Achse so, daB3 die z-Komponente von f(ro)
positiv wird. Demnach wird die z-Komponente von
fm auch positiv.

Abb. 1. Die Konstruktion der Dispersionsfliche und der
Wellenvektoren fiir das ideale und das verzerrte Gitter mit
den reziproken Gittervektoren by bzw. bp.

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen fiir die Vektorkomponenten ein:

- = b 1 b
b= 0,0, Tx=(—5.0 wngs) (55)
. o b/2
mit b= 1[));1 , tandp= Tiwoje)® — /22 (56)
9 ist der Braggsche Winkel. Ferner
Aby, = (A4by, Aby, Aby), At = (Akz, Aky, Ak;). (57)
Mit den Annahmen (50) und (54) wird aus (47) nadherungsweise
N B N ) Y 58
(?f‘*’ﬂg— z+m% Z_F) (58)
. 102 uo b b v2 _ lu"l 2_
(72~+m+bAkz+}§1EAkz+bAbz+—t;EAbz—Zz—) (cL2l)~o.
Dies ist ein impliziter Naherungsausdruck der Funktion » (¥, r). Es folgt daraus unmittelbar
v oy ov _ Ov _ b/tandp _
Sy —odk; =0 Tk~ 0dk, 2 ccosds. (59)
Letzteres gilt fiir v=v,. Nach Teil I. §7, Gl. (102) bedeutet das
dy/dt =0, dz/dt=ccosdg. (60)

Die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpakets ist innerhalb unserer Naherung Null in der y-Richtung
und konstant in der z-Richtung.
Einsetzen von » = v nach (45) in (58) liefert die Gleichung der lokalen Dispersionsfliche in folgender

etwas abgednderter Form:

1
— (kz — Az)2 + TanZ g (k;— Az)2=(CU)2, (61)

b

. b u
wobei Ap=— 5 + %z, A, = 7T tan Jg —E‘;-F + %z, (62)
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mit
1/ 1 ‘
{ oy = — 5 (Abz + g Ab),(63)
%, = tan ¥ - %z,
und
U = |un|/(472b). (64)

C ist durch (48) gegeben.

Die GI. (61) wird geometrisch folgendermallen ge-
deutet (s. Abb. 1) (vgl. PENNING 13 S.67 ff.).

Wir benutzen dabei die in der dynamischen Theo-
rie iibliche Ausdrucksweise, in welcher der Vektor f
vom Anregungspunkt A nach dem Nullpunkt O ge-
richtet ist (s. voNn Laugll, S. 321). Wir betrachten
also den (— f)-Raum.

Fiir den Idealkristall mit b, = OH definiert der
durch (55) gegebene Vektor fyy=MO den kinema-
tischen Laue-Punkt M. Der dynamische Laue-Punkt
(oder Lorentz-Punkt genannt) E ist der Schnitt-
punkt der beiden Kreise, die um O und H mit dem
Radius [(vo/c)2 — (uo/472)]V/2 konstruiert sind. E hat
von M in der z-Richtung den Abstand

ME ~ tan 9p(uo/4 72b).

Die Dispersionsflache fir b5 hat vier Schalen, die zur
xz-Ebene senkrecht liegende Zylinderflichen sind
und als Spur auf der zz-Ebene zwei Hyperbeln er-
geben. In der Abbildung wird davon nur eine Schale

K. KAMBE

gestrichelt eingezeichnet. Die Asymptoten T und
T}, sind die Tangenten der oben genannten Kreise
in der Nihe von E.

Wegen der Gitterverzerrung unterscheidet sich
der Vektor b, von b, um den kleinen Betrag Aby.
Dadurch wird der dynamische Laue-Punkt von E
nach E um den kleinen Betrag von —x entlang der
Asymptote Ty verschoben. Dafl die Komponenten
von % durch (63) gegeben sind, kann man aus der
Geometrie der Dreiecke OHE und OHE leicht ein-

sehen. Der Vektor /4 = EOQ hat daher die Kompo-
nenten (62). Die Dispersionsfliche als Ganzes wird
zusammen mit E parallel verschoben (nur eine Scha-
le ist in der Abbildung gezeichnet). Wenn wir die
Anderung von ug, up und O vernachlissigen (Kap.
B.2), dndert sich die Form der Dispersionsfliche
nicht. Die Gl. (61) stellt in der Tat die hyperboli-
schen Zylinderflichen als Funktion der Komponen-
ten des Abstandes AE = f— A dar.

Auf dem Weg eines Strahls durch das verzerrte
Gitter verschiebt sich also die Dispersionsflache par-
allel zur Asymptote Ty hin und her. Der Vektor
f=AO muB sich so regulieren, dal der Anregungs-
punkt A immer auf einer Schale der Dispersions-
fliche bleibt. Wie der Vektor f sich dabei dndert,
bestimmen die Eikonalgleichung oder die kanoni-
schen Gleichungen. (Wegen der Deutung dieser An-
derung siehe PENNING und PoLDER3, PENNING13.)

2. Strahlengleichung

Fiir die weiteren Rechnungen ist es der Kiirze halber zweckmiBig, statt der Parameterdarstellung von
Kap. A.1 die nicht-symmetrischen Formeln des Anhangs 1 zu benutzen. Danach ist die Hamiltonsche

Funktion

Hkg, by, y; 2)

Aus (61) erhdlt man

H= — A, + tan 9g[(k; — A)2 + (CU)ZJV2,

— k.

(65)

(66)

wobei 9p nach (56) konstant und A, 4., C und U Funktionen von «, y, z sind. Die kanonischen Glei-

chungen lauten

da oH

@ = ok~ T ey —
dk, oH o4

iT = e e ,,é?z + tan dg
dy  oH _ 0

& = ok, O
dk oH oA

]y == —%y-zﬂayfzitanﬂn

13 P, PENNING, Thesis, TH Delft, 1966.

ky — Az -
A%+ (COPR o
(kz — Az) 8;/11 —CU '.?v (CU)
RN S . 68)
(ks — A% + (CORE (
(69)
(ks — A2) S2F — U 2 (OD)

[(kz — Az2)® + (CU2J
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Auflerdem ist nach Anhang 1, Gl. (A6)

an 0
dh  _H __ o8 _ ad (ke — 4o) =~ — U5 (CU)
=T TR et — A,) T (CORR (71)
Aus (69) folgt sogleich y = const. (72)

Der Strahl bleibt also in einer Ebene, die wir die Strahlenebene im r-Raum nennen wollen. Diese Ebene
ist parallel zur Strahlenebene im f-Raum (s. Kap. B.1).

Wir kénnen die Gln. (67) und (68) unabhingig von den anderen Gleichungen 16sen. Danach werden die
GroBen ky, und k; aus (70) bzw. (71) einfach durch Quadratur berechnet. Das ganze Problem reduziert sich
in dieser Weise auf die Berechnung eines Paares von kanonischen Variablen z, k. als Funktion von z.

Die Eigenschaften der Losung der kanonischen Gln. (67) und (68) kann man sich am besten vorstellen,
wenn man die bemerkenswerte formale Ahnlichkeit unseres Problems mit dem der relativistischen Be-
wegung eines geladenen Teilghens im elektromagnetischen Feld betrachtet14. Aus der Invarianz des
Energie-Impuls-Vierervektors ergibt sich in diesem Fall

et qlP e L (B eo)? = m2c?
}p c%]+c2(E ep)2=m2c2. (73)
Dieser Ausdruck hat die gleiche Form wie (61)15. Man gewinnt daraus die Hamiltonsche Funktion
H=E=ep+cf|p— (o) U2 + m2c2}12, (74)
die unserer Hamiltonschen Funktion (66) entspricht. Die Zuordnung zwischen den GroBen ist folgender-
maflen:

Relativitétstheorie t x Pz ep (efc)Ax c m
Rontgen-Strahlenoptik z x ky —A4; A tandg CU/tandp

KaTo4 laf3t der Ruhemasse m die Grofle 2C U entsprechen. Unsere Wahl ermoglicht jedoch eine bessere
Ubereinstimmung zwischen beiden Formalismen.
Dieser Parallelismus erkliart unmittelbar die ,relativistische‘* Form der Strahlenglelchung, die aus (67)
und (68) durch Elimination von k; folgt:
CU dx
d tandp dz 04, oA, 1 dx \2]* ¢
@\, _( 1 e\ —i<'a;"*a7)—tam’13[1—(aga” T (00 {75}
[ (TEII 9B E) J

Die GroBen C, U und ug [in A, enthalten, Gl. (62)] sind fiir ein verzerrtes Gitter nicht konstant. Aus den
Uberlegungen iiber die Gitterverzerrung in Kap. B.3 ersicht man, daB der Effekt der Anderungen dieser
GroBen jedoch im Vergleich mit den Anderungen von x%, und %, normalerweise vernachlissigbar klein ist
(s. Anhang 6), so dal man C, U und uo praktisch als konstant betrachten darf 16.

Man bekommt dann aus (75)

dz
cU d dz
tandp dz [1_(717£>2J%
tandpg dz

14 Auf diese Tatsache wurde unabhéngig vom Verfasser (K. KamBE, Z. Naturforsch. 18a, 1010 [1963]) auch von Karto4
aufmerksam gemacht.

15 Aus (73) ergibt sich bekanntlich durch Ersetzen von p und E durch die entsprechenden Differentialoperatoren die
Klein-Gordonsche Wellengleichung. Dasselbe Verfahren fiithrt (61) in eine Wellengleichung uber, die mit den
Takagischen Gleichungen (S. TakaGrI, Acta Cryst. 15, 1311, Gl (5) [1962]) dquivalent ist. Diese bemerkenswerte
Tatsache soll in einer folgenden Arbeit erlautert werden.

16 Man beachte jedoch, daB die Formel (75) auch solche Fille behandeln li8t, in denen die Anderungen von %o und
up, nicht vernachlissigbar sind, wenn z.B. |uy| sich mit der Gitterverzerrung empfindlich dndert, oder die Proportion
der das Gitter bildenden Atomsorten stetig vom Ort abhingt.

=+ (32— %) (76)
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Dieser Gleichung entspricht die aus (74) folgende relativistische Bewegungsgleichung

dz
S e m

Sie beschreibt die eindimensionale Bewegung in einem der z-Richtung parallelen, jedoch mit  und ¢ ver-
anderlichen elektrischen Feld E,(x, t).

Die , relativistische‘* Form von (76) hat zur Folge, da3 die Strahlenrichtung, die durch dz/dz bestimmt
wird, stets mit

|de/dz| < tan 95 (78)

zwischen den Ric htungen von fy und fy + b5, d.h. den ungefihren Ausbreitungsrichtungen der priméren
und abgebeugten Welle liegt. Dies ist aus der Theorie des Strahlenféchers bei Idealkristallen (s. voN LAugr 11
S. 326, 366) schon bekannt. Die Gl. (76) besagt aber dariiber hinaus, daB3 das Abbiegen des Strahls durch
die Gitterverzerrung immer schwieriger wird mit der Zunahme von |dz/dz|, d.h. des Winkels zwischen
Strahl und Netzebene. Diesen Effekt kann man im Sinne des mechanischen Modells (77) mit der relativisti-
schen Zunahme der Masse in Analogie setzen. Wie schonim I. Teill, § 7, erlautert wurde, kann man allerdings
von der Masse des Photons nicht reden. Im Falle der Elektronenbeugung jedoch kann man zeigen (s. An-
hang 4), daB sich die effektive Masse des Elektrons in der z-Richtung formal nach dem ,,relativistischen*
Gesetz andert.

3. Die Gitterverzerrung

Die GroBe auf der rechten Seite von (76) stellt die ablenkende Wirkung der Gitterverzerrung auf den
Strahl dar. %, und #x, sind durch (63) gegeben, wobei Ab, und Ab, aus dem Verschiebungsvektor b (r) der
Gitterverzerrung hergeleitet werden konnen (vgl. Anhang 5). Die Definition des Verschiebungsvektors v (r)
und des reziproken Gittervektors by (r) enthélt allerdings eine gewisse Willkiir, was jedoch fiir kleine Ver-
zerrungen unwesentlich ist.

Es ist nach (A53) [vgl. PENNING und PoLpERS3 Gl. (21)]

Aby = — Ve (b(x) B) . (79)

avz avz

Daraus folgt Aby = — , Aby = —b—~ (80)

wobei v, die Komponente von v (r) in der Richtung von by, (z-Richtung) bedeutet. Einsetzen in (63) liefert

Ox; Ox. 02 vz 02v, |
o a; = 2tan1913 [ta'n ﬂB - az;J (sieche Anm. 17) . (81)
Einsetzen von (81) in (76) liefert die endgiiltige Form der Strahlengleichung
dz
d dz 02v; 020,
dz [1_ 1 R -t 0 (tan Up Ny _Tzz) (82)
(T:aﬁx% E) }

Sie lautet nach leichter Umformung
d 2z 1 dz \2]2 020, 02,
=g [ (tang E) J ( 0208 5r ~ o2 ) , (83)

17 Man kann auch schreiben (PENNING und PorLpEr3, Kato4)

Bz ra b N d ) N 3 b
% ~ 5 — 2smOpooeln (SmﬂBT‘x = ol | Bt ot °°S"B') ¥z =~ Sin30s Eedkn
. 2 @ o 8
mit B —smﬂgé}-—}—cosﬂgg ' e smﬂB -+—cosz9]3——
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wobei C durch (48) gegeben ist, und nach (64) und (56)

B 47!2“;).'2 _ 2sin2dg 2¢2 dh_le_hl

b -1
B=_2_U~ 2|un| |xh|7=[nm62 v ] R (84)
bei . c2 . e2F,  Fourier-Koeffizient der Suszeptibilitit
wobet Xn= " 4722 "h = T 220 (Teil 11, Anh. 1; Lavgll, S. 314),
dn=1/|bs| Netzebenenabstand, F, Strukturfaktor, v Volumen der Einheitszelle,

2e2/(mmc?) = 10,08 - 10-6 ().

Man beachte, dal B eine dimensionslose Materialkonstante ist. Fiir typische Fille ist B von der GroBen-
ordnung 10%. Im Falle der Elektronenbeugung ist C =1 und B durch (A40) gegeben.

Die Gl. (82) enthélt nur die Komponente des Verschiebungsvektors senkrecht zur Netzebene. Dies ist
unmittelbar einleuchtend, wenn man bedenkt, dal die Atomverschiebung innerhalb der Netzebenen keinen
direkten EinfluB auf die Interferenz (Bragg-Reflexion) an diesen Netzebenen hat.

Die GroBen auf der rechten Seite von (82) kénnen geometrisch folgendermaBen gedeutet werden (vgl.
Boxsg18): 0%v,/0x2 ist die relative Zunahme des Netzebenenabstandes dp=1/|bs| in der Richtung von
b (z-Richtung), d. h. nach (80)

o2, 1a4b, 1 8|ba| 1 ada

22~ b dx  |bw| Oz  dp Oz °

(85)

020,022 bestimmt die Kriimmung der Netzebene entlang der z-Richtung. Der Krimmungsradius g ist
bekanntlich gegeben durch
1 02v,/022
o = OF @odfoerl )
Wegen des Faktors tan2dg vor 02v./0x2 in (82) wirkt sich die Netzebenenabstandsinderung fiir kleine
Braggsche Winkel Jg weniger aus, als die Netzebenenkriimmung. Fiir die Elektronenbeugung, wo g sehr
klein ist, wiirde deshalb nur die Netzebenenkrimmung wirksam sein.
Wenn es z. B. nur eine Netzebenenkriimmung gibt, und der Strahl ungefihr parallel zur Netzebene
lauft, d. h. wenn
%vz/022 =0, |dz/dz| < tandp, (87)

so erhilt man aus (82) die Abschéitzung
| d2z/dz2| ~ 104 | 02v,/022| . (88)
Die Biegung des Strahls ist etwa 104-fach stirker als die Kriitmmung der Netzebene. Dies wurde schon

experimentell von HILDEBRANDT 19 bestétigt.

4. Phase und Amplitude
«) Phase
Fir die Berechnung der Phase benutzen wir die Formel (A11)

So(z) — So(20) = dez ; (89)

20

wobei L die Lagrangesche Funktion ist, die zu unserer Hamiltonschen Funktion H, Gl. (66), gehort. Man
bekommt nach (A10), (66), (67), (69)

L=AZ+A,%:;0UtanﬁB[1 —(Knlg%;)zr . (90)

18 U. Boxsg, Z. Phys. 177, 385 [1964]. 19 G. HiLpEBrANDT, Z. Krist. 112, 312 [1959].
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Nach (62), (63) und (80) ergibt sich

dx b 2ug b dx b [Ovy ovy dzx
A + Ao g = Stanvn (1 = fau™ip 4521?2) R ] ("a;" + % Tz)
b vy ovy dx
+ ﬂa;% (tanz 29]3 '?x— + 3 a) . (91)
Es folgt aus (89)
b 2 2uo b
S0(2) — o(z0) = grang (1 — tan?dn {oass) ¢ — 20) — 5 (@ — 7o)
2
b b vy , Ovy dx
+ 9 (vz(r) — vz(ro)) + 2tandp / (tan2 I8 -y + Bz 7&7) dz
20
b C i 1 dx \2]%
qi—z—ftanﬂB/ [1 = (mg E—) ] dz. (92)

20

Die ersten drei Glieder sind allein durch die Koordinaten des Anfangs- und Endpunktes bestimmt. Das
dritte Glied wird nicht eindeutig, wenn eine Versetzung vorhanden ist. In diesem Falle mu3 man beachten,
daBl dieses Glied durch Integration lings eines Strahls entstanden ist. Die letzten beiden Glieder sind
ebenfalls derartige Linienintegrale.

Bei Anwendungen des Ausdrucks (92) bedarf es einiger Vorsicht, besonders wenn es sich um eine lange
Integrationsstrecke handelt. Es sind ja bei der Herleitung dieses Ausdrucks mancherlei Ndherungen ein-
gefiihrt worden. Der Effekt der vernachlissigten Groen kann sich bei der Phase noch bemerkbar machen,
weil die Phase Sy (z) numerisch nur bis auf den ganzzahligen Teil einen Sinn hat. Der ganzzahlige Teil
entspricht einem Vielfachemr des Phasenwinkels 2 7.

f) Amplitude

Fiir die Berechnung der Amplitude sind nach Kap. A.3 S;9(r) und Si1(r) zu ermitteln. Sio(r) berechnen
wir nach (38). Nach (65), (67), (69) und (59) ist

| Ver| = [1 + (%—)2}% aakv: = [l + (%)Tlccos IB. (93)

Wir denken nun, der zur z-Achse senkrechte Querschnitt des Strahlenrohrchens von Kap. A.3 sei ein
Rechteck mit den Seitenldngen dz und dy. Der zum Strahl senkrechte Querschnitt do ist dann gegeben durch

do = oz oy/[1 + (dx/dz)2]V/2. (94)
Aus (72) folgt dy = const 20. Einsetzen von (94) und (93) in (38) ergibt deshalb
exp {2810} 6o = const . (95)

dx ist der Abstand in der x-Richtung zweier engbenachbarter Strahlen, die in einer gemeinsamen Strahlen-
ebene liegen. Der Wert von S1o(r) langs eines Strahls kann aus dem Anfangswert S1g(to) durch die Formel

exp{28S10(r)} 0z (r) = exp{2.S10(ro)} 0z (o) (96)

berechnet werden.
Die GroBe S11(t) kann nach (37) und (40) durch ein Integral

14 1

s 27
S11(r) — S11(r0) = —f /uz(r) dl = Tv:‘:r dl (97)
[ I

20 Wir denken hier einfachheitshalber, daB die das Strahlenrohrchen bildenden Strahlen alle zur vorgewihlten zz-Ebene
parallel sind. Wenn das Strahlensystem eine Divergenz senkrecht zur xz-Ebene haben soll, dann wird dy = C1z + C2,
wobei die Konstanten C; und C2 durch die Anfangsbedingung zu bestimmen sind, da die Strahlen keine Krimmung
senkrecht zur xz-Ebene haben.



RONTGENSTRAHL-INTERFERENZEN AN SCHWACH VERZERRTEN KRISTALLEN

ermittelt werden. Mit (13) kann man schreiben

S11(2) — S11(20) = /

20

wobei

37
,2,7161(1 — _/1","2({)_ dz, (98)
w'kz
Y= —47v/(0v|0k;) . (99)

Diese GrofBe ist der auf die z-Richtung (d. h. die Richtung der orthogonalen Projektion des Strahls auf die
Netzebene) bezogene Absorptionskoeffizient. dv ist gegeben durch (41). Da die Funktion » jetzt durch (58)
gegeben ist, brauchen wir fiir den Ausdruck (41) nur g, up und u; | un |2 = upuz) zu beriicksichtigen :

v
51’—*** Uio + 3,

wap + (100)
Folglich wird mit (65)
4 7 6v oH oH oH
pe= = 5= = (G w0 + g vt gz ) (101)
ok,
Einsetzen von (66) ergibt
1 dx \2]3
'uz:cosﬂg [IZFA"[ (EEE)] } ’ (102}
i 2
wobei p=— %93 Ujp = — 2;1',0'1110 =— ivo 1i0 5 (103)
- C  whwin +wrnwih _C ok yin + e gik
An=— 2u40 [wrn| 2 yio (rn xrR)/2 {164)

(vgl. Lavell, Gl. (34.10a) bzw. (34.40)21). Nach (4
richtung bezogenen Absorptionskoeffizienten

'us:cosﬁB {lq:Ah[

(tanbs dz J }/[1 + (dx/dz)2]V2.

0), (99) und (102) erhilt man den auf die Strahlen-

(105)

Dieser Ausdruck stimmt mit dem fiir den Idealkristall berechneten vollkommen iiberein (LAUE1L, S.414).

y) Phase und Amplitude der Komponenten-
welle

Die oben berechneten Grofien Sp(r) und Si(r)
=810(r) + S11(r) bestimmen die Amplitudenfunk-
tion F'(r). Daraus kann man nach (3) die Phase und
Amplitude der beiden ebenen Wellen, aus denen die
Wellenfunktion A (r) besteht, ermitteln.

Nach Anhang 3, Gl. (A30) ist ndmlich das Ver-
héiltnis zwischen den komplexen Amplituden der
beiden ebenen Wellen

Ao

An

(= 1)*Cux
(27vofe)® — ug— (27[fo])2

(106)

21 Nach der Definition von u und y hat man (s. I. Teil,
Anhang 1) u, = — (27vo/c)2%r. Nach (103) ist jedoch
u; = (27vo/c)2 yi. Diese Vorzeichendnderung des imagi-

Durch Anwendung der Niherungen von Kap. B.1
erhalten wir

1— 1 dx\ 1/2
s T G
4, = T EDrep{—igl —— ¢ |
tands dz/ (107)

wobei ¢ der Phasenwinkel der komplexen GroBe
up=|un| exp{ign} ist. @p ist beim verzerrten Git-
ter eine Funktion des Ortes (s. Anhang 5). Das
Phasenverhaltnis zwischen den beiden ebenen Wel-
len wird also durch den Faktor 4 (— 1)7 exp{—iqn}
bestimmt.

niaren Teils ist dadurch verursacht, daB hier der Zeit-
faktor exp{—2mivot}, dagegen bei LAUE exp{—27ivgt},
benutzt wird [vgl. I. Teil, (A 19)].
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Die durch (92) gegebene Phase der Funktion F (r)
kann man als die Phase der Welle mit dem Wellen-
vektor f betrachten, wie die Formel (15) zeigt. Die
Phase der anderen Welle mit dem Wellenvektor
f-+ bp kann man daraus durch (107) bestimmen.

Aus (107) und der Normierungsbedingung der
Blochschen Funktionen [Teil I, Gl. (21)]

[(B*R)dv=v(|4o[> + |4n[ =1, (108)
v
kann man | 4| und | 4| bestimmen. Die Ampli-
tuden der beiden ebenen Wellen sind dann nach (3)
exp{S1}|Ao| und exp{S1}|A4n|.

Herrn Prof. Dr. K. MoL1ERE danke ich fiir die Forderung

dieser Arbeit und fiir zahlreiche Hinweise. Herrn Prof. Dr.
N. Karo gilt mein Dank fir wertvolle Diskussionen.

Anhang 1.

Strahlenoptik in der nicht-symmetrischen Form

Bei der Anwendung der Hamilton-Jakobischen
Theorie auf die Eikonalgleichung (7) benutzt man
iblicherweise (Ausnahmen: HAMILTON 22, SYNGE 23,
KrINE und Kay?24) nicht die im Text ausgefiihrte
Parameterdarstellung, sondern man fiihrt ein karte-
sisches Koordinatensystem z, y, z ein und geht zu
einer nicht-symmetrischen Form iiber, indem man
eine der Koordinaten, etwa z heraussondert (Bor~-
Worr2, CouRANT-HILBERT 3, CARATHEODORY 25). In
x, y, z symmetrische Formeln in der Parameterdar-
stellung lassen sich dann daraus leicht ableiten.

Hier werden nur die wichtigsten Formeln ohne
Ableitung aufgezéhlt, und es wird auf die entspre-
chenden Gleichungen der Kap. A.1 u. 2 durch Num-
mern in eckigen Klammern hingewiesen. Zum Ver-
gleich werden auch die entsprechenden Formeln des
Buches von Bor~ und WoLr2 (Appendix I) durch
die Bezeichnung (BW 1) usw. zitiert.

Die Eikonalgleichung (7) lautet in kartesischen
Koordinaten

v(kz, by, kz, 2, y, 2) = »o, (A1)
wobei
oS oS, oS
kx = _a—;_’ kfl/ = ayo ) kz = azo (A2)

22 The Mathematical Papers of Sir W. R. Ham1uTox, Vol. I,
Geometrical Optics Cambridge Univ. Press, Cambridge
1931.

23 J. L. SyNGE, Geometrical Mechanics and de Broglie
Waves, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1954.

einzusetzen ist. Man 16st (A1) nach k, auf in der
Form [7] (BW 21)

k= —H(kg, ky,2,y; 2). (A3)

Dies ist die Hamilton-Jakobische Gleichung mit der
Hamiltonschen Funktion H (k;, ky, z, y; z). Die
kanonischen Gleichungen lauten [9], [13] (BW 40)

dx/dz = 0H |0k, dy|dz= 0H|0ky, (A4)
und [10], [14] (BW 40)
dky/dz = — 0H[0x, dky/dz= — 0H|dy. (A5)
Es folgt daraus [10], [14]
dk,/0z = — dH|dz = — 0H |0z, (A6)

sowie [15] (BW 41)

4

So(e) — So(en) = [ (kagr +ky G — H) dz. (A7)

20

Durch Legendresche Transformation geht man von
kz, ky zu den Variablen [18], [6] (BW 38)

@' = du/dz = 0H|dkz, 3 =dy/de = 0H|Ok, (AS)

iber und bildet mit Hilfe der daraus gewonnenen
Funktionen [19]

kr=rFkz(@', vy, 2,y;2), ky=ky@@,y,x,y;2) (A9)
die Lagrangesche Funktion [23] (BW 37)
L oH oH

(A7) erhidlt dann die Form (BW 1)

So(2) — So(zo) = [ Ldz. (A11)
20
Durch die Umkehrung [25] (BW 13)
ky= 0L[0x', ky= OL|0y’ (A12)
und [26] (BW 38)
0H|0x = — 0L[0x, O0H|0y = — OL|dy,
0H [0z = — OL/0z (A13)

entstehen dann aus (A4) und (A5) die Lagrange-
schen Gleichungen [24] (BW 7a, b)

d oL oL d oL oL

T & Gy BM

24 M. Krine u. I. W. Kay, Electromagnetic Theory and
Geometrical Optics, Interscience Publishers, New York
1965.

25 (. CARATHEODORY, Geometrische Optik, Springer-Ver-
lag, Berlin 1937.
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Die kanonischen Gln. (A4) und (A5) sind die die obige Legendresche Transformation erhilt man
Euler-Lagrangeschen Gleichungen des Variations- das Variationsproblem fiir das Integral (A11) in der

problems fiir das Integral (A7) in der kanonischen normalen Form. Die Euler-Lagrangeschen Glei-
Form, wobei «, y und k;, k, variiert werden. Durch  chungen dieses Problems sind die Gln. (A14).

Anhang 2. Berechnung der GroBe J»
Die GroBe v ist nach Teil I, Gln. (93) und (78) gegeben durch
2 1 ’ ’
v = gye | B [[A4(,) B, D] dr) dr. (A15)
v v

Ersetzt man den Tensor A4 durch den Skalar u;(x), so erhdlt man

b =tos 5 [ (BB D* us(x) B(x, 1) de. (A16)

Hierbei ist B (t, ) die Losung der Wellengleichung (1) mit u () = ur(x)

(2730/c)? B(x, B) = rotrot B(x, §) + ur (t) B(z, B . (A17)
Durch Einsetzen der Fourier-Entwicklung
ui(t) = > uin exp{2mi(byr)} (A18)
entsteht aus (A 16) !
Bp== 46—;2%0 Suin [ (B(r, D* exp(27i(6a1)} B(x, B) dr. (A19)

Das Integral auf der rechten Seite kann man nach der Methode berechnen, die von WaGNER10 fir die
Auswertung des gemittelten Poynting-Vektors (31) verwendet wurde:
Wir betrachten eine Funktion u;; (r), die aus ur(r) durch eine kleine Variation der Fourier-Koeffizienten
Uurn hervorgeht
ur1(t) = D (trn + Ourn) exp{27i(bn 1)}
n

=ur+ > Ournexp{27i(bat)}. (A20)

Wenn wir den Wert von f vorgeben, miissen die Schwingungszahl und die Blochsche Funktion auch etwas
abgedndert werden, um die Wellengleichung (A 17) zu erfiillen:

8 3
=10+ 3 oum gy Br=PB S dun gt (A21,22)
n n

Ourn

Es gilt also (27 v1/c)2 B1 = rotrot B1 + ur1B1. (A23)
Aus der Gl. (A17), die von B* auch erfillt wird, und Gl. (A23) folgt

(@2afof 012 — »0?) (B* Br) = (B*rotrotBy) — (BurotrotB¥) + (B* s —w) B) 0
= —div{[B*rot B1] — [Birot B*]} + (B* (ur1 — ur) B1) .

Bei Integration dieser Gleichung iiber eine Elementarzelle gibt das erste Glied auf der rechten Seite keinen
Beitrag, weil es sich um die Divergenz eines periodischen Vektors handelt. Mit Beriicksichtigung der
Normierung von B [s. Gl. (108)] erhilt man naherungsweise

0=, durn {(_20_,,)22% ~ J@*expi2mi(6a)} B) e (A25)

v
Ourn
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Diese Gleichung soll fiir beliebige, kleine Werte von dur, erfillt sein. Es folgt daher fiir jeden Index n

. 2 )
/(ﬁ*exp{2nz(bnr)}ﬁ)dr= (7——;)22%&%}. (A 26)
4
Einsetzen in (A 19) liefert o= tin . (A27)
n

Anhang 3. Die Funktion »(f, 1) fiir den Zweistrahlfall

Beim Zweistrahlfall setzt man voraus, daB} die Blochsche Funktion aus zwei ebenen Wellen besteht
[vgl. (2)]:
B(r,f) = Upexp{2mi(tr)} + Unexp{2ni(f + bn,1)}. (A28)
Fiir die Bestimmung von », %o und A bleiben von dem System von Gln. (7) im I. Teil nur zwei Glei-
chungen ubrig (mit f = fo, f + bp = fp)

2nv\2

) o = — 42T [t Ao ] + w0 Yo + 1
(2’”)2 Wy = — 472 [Fa [t Un] ] + 0 Un + un Ao .

c

(A29)

Dieses System von Vektorgleichungen 1aft sich leicht in zwei voneinander unabhéngige Systeme von
Komponentengleichungen separieren. Man fithrt hierzu die ,,Strahlenebene‘‘ ein, in der die Vektoren fy
und f; liegen. Im einen System erscheinen nur die zur Strahlenebene senkrechten, im anderen nur die zu
ihr parallelen Komponenten der Vektoren 2y und ;. Wir nennen das erste System das der senkrechten,
das zweite das der parallelen Polarisation. Mit Beriicksichtigung der stets gut erfillten Bedingung
47292/c2 > u kann man zeigen, dal im fraglichen Gebiet von f [s. (45), (46)] die Gln. (A29) fiir beide
Fille die Form

(2’:”)2 Ao = (472 k|2 4 uo) Ao + (— 1)7Cuy Ap,

(A30)
(P22 dn = 42 [ 1a]2 + w0) b+ (= 1) Cun

hat, wobei Ag und A} fiir senkrechte Polarisation die zur Strahlenebene senkrechten Komponenten von
Ao bzw. Ay, fir parallele Polarisation die zur Strahlenebene senkrechten Komponenten von rot 2y bzw.
rot Ay, bedeuten. Bei Lave!! (S. 319ff.) wird U durch D, rot A durch § vertreten.

C ist gegeben durch (48) und (Lavell, S. 338)

1 fiir parallele Polarisation und ¥g > /4,
T= {0 fir sonstige Falle. (A31)
Die Losbarkeitsbedingung von (A 30) ist durch (47) gegeben.
Anhang 4. wobei Vo und Vj die Fourier-Koeffizienten von V
Die effektive Masse des Elektrons im Zweistrahl-  sind.
fall der Elektronenbeugung Die Eikonalgleichung lautet
Fir die Elektronenbeugung bekommt man aus Ey=E( 1) (A34)
der Schrodinger-Gleichung
B2 mit E=vV.80. (A35)
By=— g Vip+Vy,  (A32) '
die die Wellengleichung (1) ersetzt, die Gl. (47) in Mit Beriicksichtigung des Zeitfaktors
der Gestalt exp{— 21 Eot/h}
h2
(gm [E[2+ Vo —E) (A33) setzt man (s. Teil I, §7)

h2 o
“\2m |f+5h|‘+Vo—E)—th|2=0: So(t, t) = So(r) — Eot/h (A36)
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und erhélt die kanonischen Gleichungen

d 1
& =% ViE;

at 1 (A37)
=7 V:E.

Gl. (A33) liefert mit den Annahmen (50) und (54)

&k b B

& =l o] [T ,
d z Ty 2B\2 5\2]% |
i )[ 1+ (%) ("x+z)”
(A38)

dy h dz h
it =mb &=k (A39)
2 2

o B=2 T|bVT| . (A40)

Diese Grofle betrigt fiir einen typischen Fall
b=1A-1, |V;]|=1Volt

etwa 75 (h2/(2m) = 150,4 Volt A2). Da B> 1, kann
man (A38) in der Form schreiben:

h ( b
i fr T i
dz m 2
LAY . - (AdD)

Durch Einfithrung der Impulskomponenten
b
pe=h(kat5). py=hhy, p=hks, (Ad2)

und des Tensors der effektiven Masse m* nach

p = m*dv/dt, (A43)

Wir entwickeln b (r) an einem Punkt t,

b(r) =v(tp) + (t—1p, V) O+ .

erhédlt man die Komponenten von m*:

¥ = ., T 1
Me =+ [1 (2m dz)j/

b dt
* *
My = mE —m, wn
W= Mgy =y =10 ( )

Die effektive Masse des Elektrons weicht also von
der normalen skalaren Masse m nur im Falle der
Komponente m¥, ab. m¥, andert sich formal rela-
tivistisch mit dx/d¢, wobei die maximale Geschwin-
digkeit durch 2b/(2m) gegeben ist.

Anhang 5.
Der Verschiebungsvektor und der reziproke
Gittervektor im verzerrten Gitter
Wir definieren den Verschiebungsvektor b (r) und
den reziproken Gittervektor by, (r) fiir zwei typische
Modelle des verzerrten Gitters, nimlich das Modell

der deformierbaren Ionen nach BLocu26 und das
Modell der starren Ionen nach NoRDHEIM 27,

1. Das Modell der deformierbaren Ionen

Bei diesem Modell wird die Gro8e u (r) in (1) durch
u(r) =4 (r— v(r)) (A45)

gegeben, wobei % (r) den Idealkristall und v(r) den
Verschiebungsvektor darstellt. (r) 1aBt sich als
Fourier-Reihe darstellen:

a(r) =Y dpexp{2mi(bar)}. (A46)

(A47)

Das lokale Idealgitter (I. Teil, § 3) definieren wir hier, indem wir die Reihe (A 47) nach dem zweiten Glied

abbrechen und in (A45) einsetzen:

up(r — 1p) = @(r — 0(rp) — (r — 1p, V) D).

(A48)

Wie man leicht sieht, bedeutet v(r,) eine parallele Verschiebung und (r—1p, V)b eine homogene De-

formation des Gitters. Aus (A46) folgt

Up(t — tp) = Zﬁnexp{Zni(Bn, tp — 0(tp))exp{2ai(bn, t—1tp — (t —1p, V) V)}. (A49)

Wenn wir ansetzen

Up(t — tp) = > Unpexp{27i(bnp, T — 1)},
n

wobei

26 F. BrLocH, Z. Phys. 52, 555 [1928].

Unp = i exp{27i(bn, tp — 0(rp))},

(A50)

(A51)

27 L. NorpHEIM, Ann. Phys. 9, 607 [1931].
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so erhalten wir mit der Identitdt

(bn, (t — vp, V) b) = (r — tp, V(0 Dn)) (A52)
die gesuchte Relation bnp="bn— V(0bs), (A53)
die bei diesem Modell als exakt erfullt betrachtet wird.

2. Das Modell der starren Ionen

Wir nehmen einfachheitshalber an, dafl nur ein Atom in einer Elementarzelle vorhanden ist.

Man setzt statt (A45) an: u(r) = D ua(t —1p), (A54)
P
wobei tp, der Ort des p-ten Atomkerns, u,(r—1tp) die fir das Atom eigene, von der Atomverschiebung
unabhéngige Funktion sein soll.
Den Verschiebungsvektor fithren wir durch die Beziehung
tp = Ry + 0(Ryp) (A55)

ein, wobei R, der Gittervektor des Idealgitters ist. Durch Interpolation kann aus b(R,) eine Funktion
b (r) konstruiert werden. In der Néhe von r= R, gilt

b(r) =0(Rp) + (t— Ry, V) 0+, (A56)
wobei Vb nach der Wahl von der Interpolationsmethode etwas unterschiedliche Werte haben kann.
Wie bei (A48) brechen wir die Reihe (A56) nach dem zweiten Glied ab und definieren up (v — tp) durch
up(t — tp) = D ua(t — Ry — 0(Rp) — (Rg — Ryp, V) v)
— S ualt — tp — (Rg— ) — (g — Ry, 7) 1) (A57)

q

mit (A55). Wir kénnen an die Stelle von Ry — R, erneut N, einsetzen und schreiben
up(t — tp) = D ua(t — tp — Ry — (Rg V) v). (A58)
7
Der Gittervektor R, ist gegeben durch
Ro=qra1+ g2 02 + ga a3, (A59)

wobei g1, g2, 3 ganze Zahlen, aj, az, as die Basisvektoren des Idealgitters sind. Da gilt

Re+ (Re V) v = g1 (a1 + (a1 V) v) + g2(az + (a2 V) v) + ga(az + (a3 V) v) (A60)
stellt (A58) ein Gitter dar, dessen Basisvektoren durch
tip=ai+(uV)y (1=1,23) (A61)

gegeben sind. Die reziproken Gitterbasisvektoren sind daher ndherungsweise bis auf die quadratischen
Glieder von Y/ b gegeben durch

bip=b—V(vh) (=123), (A62)

wobei b; die reziproken Basisvektoren des Idealgitters sind. Es folgt daraus in diesem Fall naherungsweise
Gl. (A53).
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Anhang 6.
Effekt der Ortsabhiingigkeit von C, u, und u,, lings eines Strahls

Wenn man C, up und up nicht als konstant betrachtet, erhdlt man mit Verwendung von (81) aus (75)

statt (82)

B 02v, %o
= 2 2 s
- c (ta.n 98 Oa2 022 )

‘[l(i_ﬂe 1% (62 * T

tandp dz

Man weiB nun, daBl Bnormalerweise von der GroBen-
ordnung 104 ist. Dagegen sind die Koeffizienten der
GroBen (1/ug) Oug/dx, (1/C) 0C[0z usw. von der
GroBenordnung 1.

Nach der Naherung von Kap. B.1 erhilt man aus
(48) fur parallele Polarisation

| 1 ¢
= l————(b +2b4bs) .  (A64)
Deshalb ist mit (80) z. B.
1 oC 4sin2 9 02w,
Cor = c0s20y " (5585)

w1 u
|Clun| uo ox

3| unl sg (18C | 1 3|u
) + et 9n (o o + Ty e )

(A63)

Dies ist von derselben Grofenordnung wie der Fak-
tor, mit dem auf der rechten Seite von (A63) B/C
multipliziert auftritt.

ug ist durch die Zahl der Atomelektronen in einer
Elementarzelle bestimmt, und dndert sich deshalb
mit der Gitterverzerrung kaum. Auch u; kann sich
bei niedrig indizierten Reflexen von normalen Gitter-
strukturen nicht viel dndern.

Folglich kann man normalerweise die Glieder, die
die Ableitungen von C, up und up enthalten, in
(A 63) weglassen.



